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Un corrigé

Préliminaire
1. Notons A = (ai,j)1≤i,j≤n. Il existe une partition (I, J) de {1, 2, ..., n} telle que aij = 0 pour tout (i, j) ∈ I × J

avec p = card I , on a 1 ≤ p ≤ n − 1 et il existe un permutation σ ∈ Sn telle que I = {σ(1), ..., σ(p)}, J =
{σ(p+ 1), ..., σ(n)}, ce qui donne :

T−1AT =
(
Aσ(i),σ(j)

)
1≤i,j≤n =

(
B 0
C D

)
où B ∈Mp(R), C ∈Mn−p,p(R) et D ∈Mn−p(R)

2. Si A est réductible, il existe alors une matrice de permutation T telle que T−1AT soit de la forme
(
B 0
C D

)
et

pour tout entier m ≥ 1 on a T−1AmT =

(
Bm 0
C ′ Dm

)
où C ′ ∈Mn−p,p(R), ce qui signi�e que la matrice Am est

également réductible, elle a donc au moins un coe�cient nul. Ce qui est absurde et donc A n’est pas réductible.
3. Les composantes du vecteur y = (In +A)x sont données par :

yi =

n∑
j=1

aijxj + xi (1 ≤ i ≤ n).

Comme A et le vecteur x sont positifs, on a alors yi ≥ xi ≥ 0 et y est positif. Avec y ≥ x, on déduit que y est
strictement positif si x l’est. En supposant que x a au moins une composante nulle, de 0 ≤ xi ≤ yi, on déduit que
yi = 0 entraîne xi = 0. Le nombre de coordonnées nulles du vecteur y est donc inférieur ou égal à celui de x.
Supposons que y et x ont le même nombre de coordonnées nulles. En notant

Jx = { i | 1 ≤ i ≤ n et xi = 0 } ,

on a yi > 0 pour i /∈ Jx et en conséquence yi = xi = 0 pour tout i ∈ Jx, avec yi =
∑
j /∈Jx

aijxj et xj > 0 pour

j /∈ Jx. On a donc en tenant compte du fait que les coe�cients aij sont positifs ou nuls, aij = 0 pour i ∈ Jx et
j /∈ Jx avec card Jx = p compris entre 1 et n−1 ( x a exactement p composante ) ce qui revient à dire que la matrice
A est réductible.
En conclusion le nombre de composantes nulles de y est strictement inférieur à celui de x. Donc le vecteur (In+A)x
a au moins p+ 1 coordonnées strictement positives.
Par récurrence on déduit alors que le vecteur (In + A)n−1x a au moins n coordonnées strictement positives, ce
qui revient à dire qu’il est strictement positif. En appliquant n − 1 fois ce résultat à chacun des vecteurs de la base
canonique, on constate que toutes les colonnes de (In +A)n−1 ont n coe�cients non nuls.

Problème
1. Pour x ∈ ∆, il existe au moins un indice i ∈ [[1, n]] tel que xi 6= 0. Donc l’ensemble

{
(Ax)i
xi

∣∣∣∣ i ∈ [[1, n]] et xi > 0

}
est non vide et �ni, donc min

{
(Ax)i
xi

∣∣∣∣ i ∈ [[1, n]] et xi > 0

}
existe.

1



Par la dé�nition de r(x) les cordonnées de Ax − r(x)x qui sont (Ax)i − r(x)xi, 1 ≤ i ≤ n, sont positives. Donc
on peut conclure que r(x) est le plus grand réel positif λ tel que les coordonnées de Ax − λx soient strictement
positives.

2. Si Ax − r(x)x = 0, alors r(x) est une valeur propre de A ( x 6= 0 ) et x est un vecteur propre associé. Donc

y = (In +A)n−1x est aussi un vecteur propre associé r(x), d’où Ay − r(x)y = 0 et par conséquent r(x) =
(Ay)i
yi

pour tout i ∈ [[1, n]] tel que yi 6= 0, d’où r(x) = r(y).
Sinon Ax− r(x)x 6= 0 et ses coordonnées sont positives, donc Ax− r(x)x ∈ 4 et par conséquent les coordonnées
de (In +A)n−1(Ax− r(x)x) sont strictement positives ( d’après 1.3 ). Mais

(In +A)n−1(Ax− r(x)x) = (A− r(x)In)((In +A)n−1x) = Ay − r(x)y

Donc les coordonnées de Ay − r(x)y sont strictement positives et donc r(x) <
(Ay)i
yi

pour tout i ∈ [[1, n]] tel que

yi 6= 0, d’où r(x) < r(y).
3. M est un fermé borné de Rn, donc compact. N est l’image par l’application continue (In + A)n−1 ( linéaire en

dimension �nie ) du compact M , donc N est un compact de Rn.

Les formes linéaires x 7→ xi et x 7→ (Ax)i sont continues pour tout i ∈ [[1, n]], donc les applications ϕi : x 7→ (Ax)i
xi

sont continues sur N . D’où la continuité de r = min
i∈[[1,n]]

(ϕi).

4. Par continuité de l’application r et la compacité de N , il existe z ∈ N tel que r(z) = max
y∈N

r(y). Ainsi,

∀y ∈ N, r(y) ≤ r(z).

5. Si α > 0 et x ∈ ∆, on a r(αx) = r(x). En e�et

r(αx) = min
αxi 6=0

n∑
j=1

aij(αxj)

αxi
= min

xi 6=0

n∑
j=1

aij(xj)

xi
= r(x).

Donc, ∀x ∈ ∆, r(x) = r

(
x

‖x‖

)
et sup
x∈∆

r(x) = sup
x∈M

r(x). On a plus précieusement,

sup
x∈∆

r
(
(In +A)n−1x

)
= sup

x∈M
r
(
(In +A)n−1x

)
= sup

x∈N
r (x) = r(z)

Posons y = (I +A)n−1x. On a r(y) ≥ r(x).

sup
x∈M

r
(
(In +A)n−1x

)
= sup

y∈N
r (y) ≥ sup

x∈M
r (x) = sup

x∈∆
r (x) .

D’où, ∀x ∈ ∆, r(x) ≤ r̃.
6. Supposons que ξ = Az − r̃z est non nul. On sait que ξ ≥ 0. Comme (In + A)n−1 est strictement positive, alors

(In +A)n−1ξ est strictement positif. De la relation

(In +A)n−1Az = r̃(In +A)n−1z + (In +A)n−1ξ

on déduit donc la relation suivante :

(In +A)n−1Az > r̃(In +A)n−1z

Posons z′ = (In + A)n−1z. De la relation précédente il résulte que Az′ > r̃z′, on peut donc trouver ε > 0 tel que
Az′ ≥ (r̃+ ε)z′ ce qui contredit la maximalité de r(z) = r̃. Donc ξ = 0 et on a Az = r̃z. r̃ est donc bien une valeur
propre de A et z un vecteur propre associé à r̃.
Montrons maintenant que r̃ > 0. On a :

(In +A)n−1Az = r̃(In +A)n−1z = r̃(In +A)n−2(In +A)z = r̃(1 + r̃)(In +A)n−2z.
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En raisonnant par récurrence, on obtient

A(In +A)n−1z = r̃(1 + r̃)n−1z.

z étant positif, non nul, (In +A)n−1z est strictement positif ainsi que A(In +A)n−1z. Mais pour que r̃(1 + r̃)n−1z
soit strictement positif il est nécessaire que z soit strictement positif, ainsi que r̃.

7. Si y ∈ ∆ est un vecteur propre associé à la valeur propre r̃, alors on a :

A(In +A)n−1y = r̃(1 + r̃)n−1y.

Le vecteur y étant positif, non nul, (In+A)n−1y est strictement positif ainsi queA(In+A)n−1y. Donc r̃(1+ r̃)n−1y
est strictement positif ce qui implique y > 0.

8. De l’égalité Ay = αy, on a αyi =

n∑
j=1

aijyj pour tout i ∈ [[1, n]]. D’où

∀i ∈ [[1, n]], |α||yi| ≤
n∑
j=1

aij |yj |

On a donc y+ est positif et |α|y+ ≤ Ay+, c’est-à-dire Ay+ − |α|y+ ∈ ∆. Par dé�nition de r(y+) et de r̃ on a :

|α| ≤ r(y+) ≤ r̃.

9. Supposons α = r̃, on a donc r̃y+ ≤ Ay+. D’après ce qui précède r̃y+ = Ay+ et donc y+ est strictement positif ce
qui implique nécessairement que les coordonnées de y sont toutes non nulles.

10. soit x et y deux vecteurs de Cn vecteurs propres de A associés à r̃. D’après ce qui précède, on a x+ > 0 et y+ > 0.
Soit z = y − y1

x1
x = (z1, z2, ..., zn). On a z1 = 0 et Az = r̃z. Si z 6= 0, alors |z| = z+ > 0. Mais on n’a pas z+ > 0

car z1 = 0. Donc z = 0, c’est-à-dire y = λx avec λ =
y1

x1
. Cela montre que dim ker(A− r̃In) ≤ 1, et comme r̃ est

une valeur propre, alors dim ker(A− r̃In) ≥ 1, d’où

dim ker(A− r̃In) = 1

Application numérique
1. On a A2 =

(
12 12
48 52

)
n’a aucun coe�cient nul, donc A n’est pas réductible.

2. On a Ax =

(
0 2
8 6

)(
x1

x2

)(
2x2

8x1 + 6x2

)
, donc

(Ax)1

x1
=

2x2

x1
= 2α et

(Ax)2

x2
=

8x1 + 6x2

x1
=

8

α
+ 6. Par

conséquent r(x) = min
α>0

(
2α,

8

α
+ 6

)
.

8

r(x)

α40

3. D’après la courbe r̃ = r(4) = 8, et donc le sous-espace propre associé est l’ensemble { (x1, 4x1) | x1 ∈ R } =
Vect{(1, 4)}.
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4. Pour n ∈ N∗, posons Bn =
(
b
(n)
ij

)
1≤i,j≤3

. On peut véri�er par récurrence que les coe�cients de Bn sont positifs.

Pour montrer que (Bn)n∈N∗ ne tend pas vers 0, il su�t de montrer, par exemple, que le coe�cient b(n)
33 ne tend pas

vers 0. En e�et, on a b(1)
33 = 1 ≥ 1, supposons donc b(n)

33 ≥ 1. On a :

Bn+1 = Bn ×B =

b
(n)
11 b

(n)
12 a

(n)
13

b
(n)
21 b

(n)
22 b

(n)
23

b
(n)
31 b

(n)
32 b

(n)
33




1

2

1

3

1

4
1

5

1

6
1

1

7

1

8
1

 =

b
(n+1)
11 b

(n+1)
12 b

(n+1)
13

b
(n+1)
21 b

(n+1)
22 b

(n+1)
23

b
(n+1)
31 b

(n+1)
32 b

(n+1)
33



où b(n+1)
33 =

1

4
b
(n)
31 + b

(n)
32 + b

(n)
33 ≥ b

(n)
33 ≥ 1, donc (Bn)n∈N∗ ne tend pas vers 0.

• • • • • • • • •
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