1. Notons A = (a;;)
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Un corrige
Préliminaire
1<i j<n- 1l existe une partition (I, J) de {1,2,...,n} telle que a;; = 0 pour tout (i,j) € I x J

avecp = cardl,onal < p < n — 1 et il existe un permutation o € ., telle que I = {o(1),...,0(p)}, J =
{o(p+1),...,0(n)}, ce qui donne :

1 o
T AT = (Aa(z‘),a(j))lgi,jén B <C D>

ouB e #,(R),C € Mp—pp(R) et D e Mp_p(R)

Si A est réductible, il existe alors une matrice de permutation 7T telle que 7' AT soit de la forme (g g) et
B™ 0
¢’ D™
également réductible, elle a donc au moins un coefficient nul. Ce qui est absurde et donc A n’est pas réductible.
. Les composantes du vecteur y = (I,, + A)z sont données par :

pour tout entier m > 1 ona T 'A™T = < ) ou C' € My, »(R), ce qui signifie que la matrice A™ est

n
Y; = Zaijarj + x; (1 <1< n)
j=1

Comme A et le vecteur x sont positifs, on a alors y; > x; > 0 et y est positif. Avec y > x, on déduit que y est
strictement positif si « 'est. En supposant que  a au moins une composante nulle, de 0 < z; < y;, on déduit que
y; = 0 entraine x; = 0. Le nombre de coordonnées nulles du vecteur y est donc inférieur ou égal a celui de x.
Supposons que y et x ont le méme nombre de coordonnées nulles. En notant

Je=Hi|l<i<netz;=0},

onay; > 0pouri ¢ J, et en conséquence y; = x; = 0 pour tout i € J,, avec y; = Z ai;jrj et x; > 0 pour
JEJz

J ¢ Jz. On a donc en tenant compte du fait que les coefficients a;; sont positifs ou nuls, a;; = 0 pour i € J, et

j ¢ J,avec card J, = p compris entre 1 et n— 1 ( x a exactement p composante ) ce qui revient a dire que la matrice

A est réductible.

En conclusion le nombre de composantes nulles de y est strictement inférieur a celui de . Donc le vecteur (I, + A)x

a au moins p + 1 coordonnées strictement positives.

Par récurrence on déduit alors que le vecteur (I, + A)" 'z a au moins n coordonnées strictement positives, ce

qui revient a dire qu’il est strictement positif. En appliquant n — 1 fois ce résultat a chacun des vecteurs de la base

canonique, on constate que toutes les colonnes de (I, + A)" ! ont n coefficients non nuls.

Probléme

T

. Pourz € A, il existe au moins unindice ¢ € [1,n] tel que z; # 0. Donc ’ensemble { i€[l,n] et x; >0 }

Z;

est non vide et fini, donc min{ ie[l,n] et >0 } existe.
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Par la définition de 7(x) les cordonnées de Ax — r(x)x qui sont (Ax); — r(x)x;, 1 < i < n, sont positives. Donc
on peut conclure que r(x) est le plus grand réel positif A tel que les coordonnées de Az — Az soient strictement
positives.

Si Ax — r(x)x = 0, alors r(x) est une valeur propre de A (x # 0) et x est un vecteur propre associé. Donc

(Ay)

%

y = (I, + A)" "'z est aussi un vecteur propre associé 7(z), d’ott Ay — 7(z)y = 0 et par conséquent 7(z) =

pour tout i € [1,n] tel que y; # 0, dou r(z) = r(y).
Sinon Az — r(z)x # 0 et ses coordonnées sont positives, donc Az — r(x)x € A et par conséquent les coordonnées
de (I, + A)""'(Az — r(z)x) sont strictement positives ( d’aprés 1.3 ). Mais

(L, + A" YAz — r(2)z) = (A — r(2)L) (I, + A" lz) = Ay — r(z)y
(Ay)

Yi

Donc les coordonnées de Ay — r(x)y sont strictement positives et donc r(z) < pour tout i € [1,n] tel que

y; #0,dour(z) < r(y).
M est un fermé borné de R", donc compact. N est 'image par I'application continue (I,, + A)”_1 (linéaire en
dimension finie ) du compact M, donc N est un compact de R".

(Ax);

i

Les formes linéaires © — x; et © — (Ax); sont continues pour tout i € [1,n], donc les applications ¢; : x
sont continues sur N. D’ou la continuité de r = If[lin]](goﬂ.
i€[l,n

. Par continuité de I'application r et la compacité de N, il existe z € N tel que 7(z) = max r(y). Ainsi,
ye

Yy e N, r(y) <r(z).
Sia>0etx € Ajonar(ax)=r(zr). Eneffet
] J

r(az) = min = =min T = r(z).
ax;7#0 ax; ;70 T;

n n
i) (azj)  ij (z;)

Donc, Vx € A, r(x) =r (ac) et sup 7(z) = sup r(x). On a plus précieusement,
HxH TEA xeM

sup r ((In + A)"*lx) — sup r ((In + A)nﬂx) — supr (z) = r(2)

Posons y = (I + A)" z. Onar(y) > r(z).
sup r ((In + A)”_I:E) =supr(y) > sup r(z) =supr(x).
zeM yeN zeM TEA

D’ou, Vx € A, r(x) < 7.
Supposons que £ = Az — 7z est non nul. On sait que £ > 0. Comme (I,, + A)" ! est strictement positive, alors
(L, + A)" € est strictement positif. De la relation

(L, + A" Az =7 (1, + A" e+ (I, + AL
on déduit donc la relation suivante :
(I, + A)”*lAz > 7(L, + A)nflz

Posons 2’ = (I, + A)" 'z. De la relation précédente il résulte que Az’ > 72/, on peut donc trouver £ > 0 tel que
A" > (F +¢€)Z ce qui contredit la maximalité de r(z) = 7. Donc £ = 0 etona Az = 72. T est donc bien une valeur
propre de A et z un vecteur propre associé a 7.

Montrons maintenant que 7 > 0. On a :

L+ A" Az =71, + A" e =71, + A" 20, + A)z = 7(1 + 7) (I, + A)" 22



10.

3.

En raisonnant par récurrence, on obtient
AL, + A"y =71 +7)" Lz

z étant positif, non nul, (I, + A)" ! 2 est strictement positif ainsi que A(I,, + A)" ' z. Mais pour que #(1 +7)"" 'z
soit strictement positif il est nécessaire que z soit strictement positif, ainsi que 7.
Siy € A est un vecteur propre associé a la valeur propre 7, alors on a :

AL, + A"y =71 4 7)1y

Le vecteur y étant positif, non nul, (I, + A)" 'y est strictement positif ainsi que A(L, + A)"~'y. Donc 7(147)" "1y
est strictement positif ce qui implique y > 0.
n

De I’égalité Ay = ay, ona ay; = Z a;jy; pour tout i € [1,n]. D’ou
j=1

n
Vi€ [1,n], lallyl < agly;
j=1

On a donc y* est positif et |a|y™ < Ay™, c'est-a-dire Ay™ — |a|y™ € A. Par définition de 7(y*) et de Fon a:
o] <r(y") <7

Supposons o = 7, on a donc 7y < AyT. D’apres ce qui précéde 7yT = Ay et donc y T est strictement positif ce

qui implique nécessairement que les coordonnées de y sont toutes non nulles.

soit x et i deux vecteurs de C" vecteurs propres de A associés a 7. D’aprés ce qui précéde, ona zt > Oet y™ > 0.

Soitz =y — %x = (21,%2,...,2n).Onaz; = 0et Az = 72.Si z # 0, alors |z| = 27 > 0. Mais on n’a pas z* > 0
1

car z; = 0. Donc z = 0, c’est-a-dire y = Az avec \ = ﬂ. Cela montre que dim ker(A — 7I,,) < 1, et comme 7 est
1

une valeur propre, alors dim ker(A — 71,) > 1, d’ou

dimker(A —71,) =1

Application numérique

Ona A% = ig é; n’a aucun coefficient nul, donc A n’est pas réductible.
A 2 A 8 6 8
On a Ax = 0 2 1 222 ,doncﬂ:ﬂ:Qaet(x)Q: 21+ x2:f—i—6.Par
8 6 9 8.%1 + 6.%2 ol 1 T2 X1 [0
8
conséquent r(z) = min | 2, — + 6 ).
a>0 «
r(x)
8 iiiii |
0 4 «

D’apreés la courbe 7 = r(4) = 8, et donc le sous-espace propre associé est I’ensemble { (z1,4z1) |z1 € R} =
Vect{(1,4)}.



4. Pour n € N*, posons B" = < i )
7/ 1<i,j<3

. On peut vérifier par récurrence que les coefficients de B" sont positifs.
(n)

Pour montrer que (B"),cn+ ne tend pas vers 0, il suffit de montrer, par exemple, que le coefficient by’ ne tend pas

vers (. En effet, on a b:(sl) =1 > 1, supposons donc b‘(g) >1.0na:
1 1 1
n n n P n+1 n+1 n+1
o7 by a§3) 7 ¢ 4 oY byt 553 :
Bl _pn w B — bgrlL) bg;) bgg) % § 1 bérlH-l) bég—i—l) bég—i—l)
n n n n+1 n+1 n+1
R B EAU R A
7 8

n 1 n n n n
ol bg3+1) = Eb(l) + ng) + bgg) > bég) > 1, donc (B"),en* ne tend pas vers 0.



